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CALCULUL FIABILITATII FINALE A RETELELOR STOHASTICE CU
AJUTORUL DIAGRAMELOR DE DECIZIE BINARA.

Rezumat.

In aceasta lucrare se propune un algoritm bazat pe Diagrama de Decizie Binard(BDD)
retea sa comunice reciproc, luand n calcul si eventualele disfunctionalitati ale legaturilor din
retea. Eficacitatea acestei abordari este demonstratd prin efectuarea de experimente in mai
multe retele mari reprezentate prin grafice stocastice.

1.Introducere

O retea stohastica este modelata de un grafic unidirectionat G = (V, E), unde V este
setul de noduri iar E este setul de muchii. Locurile corespund nodurilor, iar legaturile
corespund muchiilor. Fiabilitatea finala R (G) este probabilitatea ca G sa raména conectat,
considerand nodurile perfecte si muchiile defectabile in mod independent, cu o probabilitate
cunoscuta. Provan [Provan, 1986] a aratat ca, pana si in cazul graficelor plane, aceasta
problema este una de tipul NP-hard. Tn literatura de specialitate, se pot distinge doua clase de
algoritmi de calcul a fiabilitatii retelei. Prima clasa se ocupa de enumerarea tuturor cailor
minime. Datorita faptului ca aceasta enumerare ofera evenimente nedisjunctive, au fost
folosite metode ca incluzia-excluzia sau suma produselor disjuncte . Algoritmii din a doua
clasa sunt algoritmi de coeficienti, Tmbunatatiti prin reduceri. Acesta consta in reducerea
dimensiunii retelei pastrand in acelasi timp fiabilitatea acesteia. Atunci cand nu este permisa
nici o reducere, se face apel la metoda algoritmilor de coeficienti. Principiul are la baza
alegerea unei componente si descompunerea problemei Tn doua sub-probleme: prima
presupune defectarea componentei, a doua presupune ca aceasta functioneaza. Satyanarayana
si Chang [Satyanarayana si Chang, 1983] si Wood [Wood, 1985] au aratat ca in rezolvarea
acestei probleme,algoritmii de coeficienti sunt mult mai eficienti decat metoda clasica sau
metoda enumerarii in rezolvarea acestei probleme. Aceasta a fost confirmatd de lucrarile
experimentale ale lui Theologou si Carlier [Theologou si Carlier, 1991].

2. Diagrama de decizie binara (BDD)

Akers [Akers, 1978], a folosit pentru prima data BDD pentru reprezentarea functiei
booleane. Bryant a popularizat utilizarea BDD prin introducerea unui set de algoritmi pentru
constructia si  manipularea  eficienta a  structurii  BDD  [Bryant, 1992].
In zilele noastre, BDD sunt folosite intr-o gamia larga de domenii, inclusiv in sinteza si
verificarea hardware, verificarea modelelor si validarea de protocol. Utilizarea acestora in



cadrul analizei de fiabilitate a fost introdusa de catre Madre si Coudert [Coudert si Madre,
1992b] [Coudert si Madre, 1992a] si dezvoltate de Rauzy [Rauzy, 1993]. Sekine si Imai au
fost primii care au folosit structura BDD 1n fiabilitatea retelelor [Sekine si Imai, 1998]. O
BDD este un grafic aciclic directionat (DAG), bazat pe descompunerea lui Shannon.
Descompunerea lui Shannon este definita dupa cum urmeaza:

f=xf_ +Xf_,
unde X este una din variabilele de decizie iar f,_; este functia booleana f evaluatdla x=i

Graficul are douda noduri terminale etichetate cu 0 si 1, reprezentand cele doua
expresii constante corespunzatoare . Fiecare nod interior este etichetat cu o variabila booleana
X si are muchii exterioare numite muchia 1 si muchia 2 .Nodul legat de catre muchia 1
reprezinta expresia booleana atunci cand x = 1, de ex. f_, Tn timp ce nodul legat de catre

muchia O reprezinta expresia booleana atunci cand
x=0,deex. f_,

O diagrama de decizie binara ordonata (OBDD) este o0 BDD in care variabilele sunt
ordonate dupa un model perfect cunoscut, iar toate variabilele cailor de vizitare se afla intr-o
ordine ascendenta. Ulterior, BDD-urile vor fi considerate ca fiind ordonate. Alura BDD-ului
da valoarea lui f, valoare care este necesara atribuirii unui traseu de la origine la
extremitati. Dimensiunea unei structuri BDD depinde critic de ordonarea variabilelor. Etapele
de cercetare si ordonare care minimizeaza dimensiunile unei BDD constituie de asemenea o
problema NP-completa [Friedman si Supowit, 1990].

3.Calculul fiabilitatii finale

Un grafic G este conectat daca exista cel putin un traseu intre oricare doua noduri.
Modelul nostru de retea este un grafic scolastic unidirectionat G= V,E .
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Fig.1 Functia f(x;,X,,X;) = (X AX;) Vv (X, AX,) reprezentata de propriul tabel de adevar si
BDD-uri organizate in: a) X, <X, <X, Si b) X; <X, <X,. Linia punctata si cea continua

reprezinta valoarea “0” respectiv “1”.



Fiecare muchie e alui E (ie 1,2,...m unde m=|E|) se poate defecta independent
cu o probabilitate cunoscuta g,(p, =1—¢, este probabilitatea de functionare a lui e,) si se
considera ca nodurile lui G sunt perfect fiabile. O stare T"a graficului scolastic G este
determinata de X, x,,..., X, unde X reprezinta starea muchiei ¢, de ex. x =0 cand muchia

e, se defecteaza si x, =1cand aceasta functioneaza. Probabilitatea asociata lui I" este definita
ca:

Pr I’ =11 X p; + 1-x .

Tn fiecare stare ", este asociat un grafic partial G T' = V,E astfel incat e € E daca si
numai daca e, € E si x, =1. Fiabilitatea finala poate fi definita precum urmeaza:

RG= > PrT

G I' .este.conectat

Vom nota cu G,, graficul G cu muchia e contractata si cu G, graficul G cu muchia e
stearsa.

4. Constructia functiei fiabilitatii finale.
Algoritmul nostru urmareste 3 etape:
1.Muchiile sunt ordonate folosind o euristica.
2.Pentru codificarea fiabilitatii retelei este generata o BDD.
3.Cu ajutorul acestei BDD, vom obtine fiabilitatea finala.

Vom aplica recursiv algoritmul cu coeficienti in ordinea e,e,,...,e, E1, E2,. .., n

mod descrescator. Procesul de calcul poate fi reprezentat ca fiind un arbore binar astfel Tncat
radacina sa corespunda graficului original G si ramificatiile sa corespunda graficelor obtinute
prin stergerea/contractarea muchiilor. Nodurile arborelui binar corespund subgraficelor lui G.
Pentru reprezentarea compartimentata (partitionata) a graficului, folosim o metoda introdusa
de Carlier [Carlier si Lucet, 1996]. Aceasta metoda, pe langa eficienta sporitda in
reprezentarea graficelor, permite si determinarea graficelor izomorfice in decursul procesului
de calcul. Prin partajarea graficelor izomorfice, un arbore de expansiune este transformat intr-
un grafic aciclic de baza (prin urmare, o BDD).



5. Partajarea graficelor izomorfice

Vom considera E, = e,e,,....e, si E = €_,,..,e, .Graficele de nivel k ale BDD

m
sunt subgrafice ale lui G compuse cu set-ul de muchii E, .Pentru fiecare nivel , definim set-ul
marginal F,_ca fiind un set de noduri, astfel incat fiecare nod al lui F, sa fie incident cel putin
unei muchii din E, si unei muchii din E,.Apoi ordonam noduri in blocuri, conform regulii
de mai jos: douad noduri s si t din F, se afla Tn acelasi bloc daca si nu mai daca exista un

traseu constituit din muchii functionale care leaga s de t.

De exemplu, in figura 3 (a), Tn primul nivel, setul marginal este egal cu

a,b .G, poate fi reprezentat de partitia [ab] iar G_,de partitia [a] [b]. Tn acest moment
vom ordona partajarile Tn cadrul aceluiasi nivel k cu scopul identificarii si stocarii lor Intr-un
mod eficient. Vom numerota partitiile de la 1 la Bell |F | , unde Bell |F, | (cunoscut ca
numarul lui Bell) este numarul teoretic maxim de partitii din cadrul nivelului k. Acest

numar creste exponential cu i, prin urmare, numarul de clase creste exponential cu
dimensiunea setului marginal . Din acest moment in cadrul procesului de calcul al fiabilitatii

finale, in  locul  graficelor complete, putem manipula doar partitiile
acestora.
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G1=<1.0,-1,-1,-1> G2=<0,1,-1,-1,-1>

G=(V,E)

(a) (b)
Fig. 2. G I', si G I'; reprezinta subgrafice ale nivelului 2 din procesul de calcul ilustrat in
figura 3(a). G I', si G I', au aceeasi partitie: a d . e =-1lindica faptul ca starea lui

e. nu este Tnca stabilita.

6. Calculul fiabilitatii finale.

.....

fi cunoscuta ca un set de produse disjuncte bazate pe grafice. Pornind de la proprietatea de
disjunctie a acestei structuri, putem usor calcula fiabilitatea finala a lui G. Considerand

probabilitatea de nedefectare p, ke 1,2,..,m a muchiei e, fiabilitatea finala a BDD

determinata de functia f poate fi recursiv obtinuta prin:



RG =Pr f=1=Prxf _,=1+PrXf, ;=1 (proprietatea de disjunctivitate)

X =1

RG =Pr f=1=p.Prf _,=1+qPrf, _,=1 (proprietatea de independenta)

Fo=0
Fy = {a,b} [ﬂ{?_]x
Fy = {a,d}
Fy = {a,d} [ad]

Fys={a,c}

Fig. 3. Graficul G si BDD aferenta (b). Linia punctata reprezinta valoarea 0, iar cea continua,
valoarea 1. (a) prezinta procesul de calcul al BDD.

Fiabilitatea este evaluata parcurgand BDD de la origine catre extremitati.



